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Моделювання процесу витіснення нафти теплоносієм з урахуванням 
капілярного ефекту 
О. Р. Мічута, А. М. Сінчук, С. В. Ярощак 
Напрям рукопису спрямований на удосконалення математичної моделі 
нафтовидобутку в неоднорідному середовищі із застосуванням теплового ре-
жиму витіснення з урахуванням дії капілярного ефекту. Розроблено алгоритм 
числового розв’язання відповідної нелінійної крайової задачі багатофазної фі-
льтрації, ввівши функцію квазіпотенціалу   та відповідну спряжену до неї фу-
нкцію течії  . Причому, квазіпотенціал представлено у вигляді
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що суттєво спростило загальну стратегію роз-
щеплення алгоритму розв’язання вихідної задачі. 
Завдяки алгоритму, який базується на ідеях методів квазіконформного ві-
дображення та поетапної фіксації параметрів, здійснено розрахунки гідроди-
намічної сітки, полів швидкостей, температури, насиченості при врахуванні 
впливу капілярного ефекту та при його знехтуванні. Зокрема, на графіках полів 
насиченості помітно різницю співвідношення відсоткового вмісту витісняючо-
го флюїду до 15 % при температурі вище 80°, що пояснює дію капілярних сил. 
Натомість при температурі від 50° до 70° різниця не помітна, хоча вже при 
50° і нижче результати заводнення несуттєво відрізняються (до 5 %) в гіршу 
сторону реального відображення процесу. При цьому вважається, що динамі-
чні в’язкості фаз змінюються зі зміною температури, рух рідини повільний та 
відбувається без фазових переходів, а функції відносних фазових проникностей 
і капілярного тиску є відомими та однозначними функціями насиченості.  
Наведено чисельні розрахунки багатофазної неізотермічної фільтрації в 
елементі симетрії п’яти-точкової системи заводнення. При цьому встановле-
но, що врахування капілярного ефекту дозволяє не тільки передбачити розта-
шування застійних зон, але і більш точно оцінити час прориву витісняючого 
реагенту в експлуатаційні свердловини для ефективного проведення відповід-
них водоізоляційних робіт 
Ключові слова: нафтовидобування, тріщини гідророзриву, числові методи 
квазіконформних відображень, нелінійні задач 
1. Вступ
При розробці нафтових родовищ наявна низка чинників, які впливають на
ефективність видобутку. Складність процесу нафтовидобутку потребує розроб-
ки нових та модифікації існуючих методів прогнозування впливу різних проце-
дур їх інтенсифікації. Це стосується як геологічних характеристик пласта, так і 
технічних його параметрів [1]. Зокрема, у заводнених пластах, де порушено те-
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мпературний режим, проявляються, так звані, гідродинамічний та капілярний 
ефекти. Відомо [2], що з пониженням температури нафтових пластів збільшу-
ється в’язкість флюїду. Це, в свою чергу, призводить до насичення колекторів, 
які викликають додатковий опір руху рідини в пористому середовищі. За 
останні десятиліття накопичений великий досвід застосування таких інтенсив-
них систем розробки родовищ, як гідравлічного розриву пласта (ГРП) [3–6]. В 
результаті чого, утворені тріщини розширюють область впливу експлуатацій-
них свердловин, формуючи зв'язок із зонами підвищеної проникності. У випад-
ку важкої нафти, наприклад бітуму, ефект процедури гідравлічного розриву пі-
дсилюють нагнітанням в пласт різних робочих реагентів: гаряча вода, пар, су-
міші різних поверхнево активних речовин.  
Поєднання описаних факторів впливу на пласт дозволяє зменшити площі 
нерухомого флюїду, так звані застійні зони, та збільшити відбори на експлуата-
ційних свердловинах. Актуальним та водночас складним є врахування кожного 
із них для створення адаптованої математичної моделі до сучасних проблемних 
родовищ. Та, як наслідок, відповідного математичного апарату розв’язання 
крайових задач з подальшою оптимізацією їх параметрів. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми  
В роботі [7] наведено аналітичний розв’язок крайової задачі, де тріщини 
представлено у вигляді розрізу нульової товщини і кінцевої провідності. Однак 
така модель не відображає реальні фільтраційні властивості процесу витіснення. 
Однією з перших праць, де автор дослідив процес фільтрації через еліпсоподібну 
тріщину, представлено у роботі [8]. Така модель враховує лише ідеальний про-
цес гідравлічного розриву. Відомо, що на формування тріщин впливають неод-
норідне середовище навколо свердловини та вже існуючі тріщини гідророзриву. 
Зокрема, в роботі [9] пропонується дослідження взаємовпливу на процес витіс-
нення розміщення декількох тріщин ГРП на одній експлуатаційній свердловині. 
При цьому було проведено обчислення фільтраційної витрати на видобувній 
свердловині, однак лишається проблема відшукання поля насиченості, яке до-
зволило б спрогнозувати темпи обводнення експлуатаційних свердловин. Також 
дозволило б визначити особливості експлуатації того чи іншого родовища за 
умови запроектованого розміщення свердловин та тріщин ГРП на них.  
Великий інтерес присвячено процесу двофазної фільтрації, як, наприклад, 
у роботі [10]. Однак врахування перетоків між рідинами лишається відкритим 
питанням і до сьогодні. Дослідження взаємодії декількох рідин із видобувною 
нафтою породжує питання щодо впливу капілярних сил на привибійну зону 
свердловин. Зокрема, у роботах [11] закладаються певні основи для подальшого 
дослідження потоків рідини під час процесу теплового витіснення. Також у ро-
боті [12] більш детально досліджується трифазна неізотермічна фільтрація наф-
ти у випадку паро-гравітаційного дренажу. Стосовно функцій капілярного тис-
ку pow і pgo, що залежать від насичення і температури відповідних фаз (пари, 
сконденсованої води та нафта), то вони вважаються відомими. Автори роботи 
[13] враховують розміри пор середовища, де відбувається фільтрація. Встанов-
лено, що за несприятливого співвідношення гідродинамічних і капілярних сил 
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формуються застійні зони, не охоплені заводненням. Однак залишились неви-
рішеними питання щодо розподілу насиченості пласта та поля швидкостей. Ко-
рисним є врахування зміни в'язкості нафти при збільшенні частки води на різ-
них етапах розробки нафтових родовищ, як досліджено у роботі [14]. Тому ви-
никає потреба розв’язання більш ширших класів задач для врахування капіляр-
ного ефекту при неізотермічній багатофазній фільтрації в неоднорідних нафто-
вих пластах. При цьому необхідно розрахувати гідродинамічну сітку для від-
шукати поля швидкостей, розподілу температури та насиченості у будь-якому 
вузлі сітки. Також координати критичних точок та значення фільтраційної ви-
трати в елементі симетрії, наприклад, п’яти-точкової системи заводнення.  
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є математичне моделювання процесів витіснення 
флюїдів у нафтових пластах з урахуванням капілярного ефекту та впливу трі-
щин гідророзриву, засобами числових методів квазіконформних відображень. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– адаптувати математичну модель процесу витіснення нафти із пористих 
неоднорідних осадових порід на випадок неізотермічної багатофазної фільтра-
ції за умов урахування капілярного ефекту;  
– розвинути методологію та розробити відповідний числовий алгоритм 
розв’язування відповідних крайових задач; 
– провести числові розрахунки та аналіз отриманих результатів. 
 
4. Моделювання впливу капілярного ефекту на процес витіснення у 
нафтових пластах  
Розглянемо процес неізотермічного витіснення нафти теплоносієм (зокре-
ма, водою) в горизонтальному пласті, що породжений перепадом тиску на на-
гнітальних та експлуатаційних свердловинах. На рис. 1 зображено елемент пла-
ста, зовнішній контур якого L являється непроникним або ж контуром живлен-
ня. У цьому пласті містяться *1,  n  нагнітальних ( ) та 
*1,  n  експлуатацій-
них ( ) свердловин, контури яких, відповідно L , Нагнітальні та експлуатаційні 
свердловини разом із зовнішнім контуром, визначають область zG  фільтрації 
флюїдів.  
Пласт вважається неоднорідним, що в свою чергу дозволяє врахувати існу-
вання тріщин гідравлічного розриву пласта (ГРП). Окрім цього, враховується, 
що динамічна в’язкість фаз змінюється зі зміною температури. У процесі витіс-
нення рух рідини повільний та відбувається без фазових переходів. Функції 
відносних фазових проникностей і капілярного тиску є відомими та однознач-
ними функціями насиченості.  
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Рис. 1. Схематичне зображення пласта з ** n n  свердловинами, деякі з них про-
низані тріщинами гідророзриву 
 
З урахуванням капілярних сил закон фільтрації [15] для двох фаз запишемо 
у вигляді рівняння нерозривності  
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де pl – тиск в фазах, μl(T) – динамічна в’язкість, T – температура, l  – швидкість 
фільтрації l-ї фази, sl – насиченість пласта l-ю фазою; σ, k=k(x, y) – коефіцієнти 
пористості та абсолютної проникності ґрунту,   ,w wk k s   o ok k s  – відносні 
фазові проникності (s=sw). Індексами «w» і «o» позначено величини, що харак-
теризують воду та нафту. Різниця тисків в фазах приймається рівною капіляр-
ному тиску: po–pw=pc, де  cos ,   cp k J s  χ – коефіцієнт поверхневого на-
тягу, θ – крайовий кут змочування, J(s) – безрозмірна функція Леверетта. Звід-
си, з урахуванням сумарної швидкості     w o  фільтраційної течії, маємо: 
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де φ=φ(x ,y ,t) – квазіпотенціал швидкості фільтрації,  
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Для визначення тиску po через φ виконаємо наступні перетворення: 
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в результаті чого матимемо  
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Вважаємо, що на нагнітальних та експлуатаційних свердловинах підтри-
муються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціали позначимо через φ* та 
φ*). Інші ділянки границі області Gz можуть бути як лініями течії (зовнішній 
контур непроникний) так і еквіпотенціальними лініями (зовнішній контур є ко-
нтуром живлення). Вздовж цих ліній матимуть місце рівності 0
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L={z:f(x, y)=0}.  
 
У випадку врахування тріщин гідророзриву, як у [16, 17], на їх межі вима-
гатимемо виконання умови неперервності потоку і тиску. Відповідний коефіці-
єнти абсолютної проникності ґрунту представимо у вигляді  
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де D  – ділянка пласта, що відповідає тріщині з індексом  . Початкові розпо-
діли насиченості води в пласті і її значення на нагнітальних свердловинах поз-
начимо відповідно через    , ,, 0 w wss y xx y  та *,

w wLs s  *1, .  n  
Для опису процесу перерозподілу тепла між фазами та скелетом, приймемо 
однотемпературну модель, згідно з якою є миттєвою передача тепла від флюїду 
до скелету і в зворотному напрямку. Таким чином, для розрахунку теплового 
поля використовуватимемо наступне рівняння [2]: 
 
 
  0,

        
o o o w w w
C s T
div c c T
t
 (5) 
 
де C(s)=σρoco(1–s)+σρwcws+(1–σ)ρece – об’ємна теплоємність пористого середо-
вища, co, cw, ce, ρo, ρw, ρe – питомі теплоємності і густини для нафти, води і скеле-
ту пласта, відповідно. Використовуючи формули для визначення швидкостей 
руху нафти та води [18, 19]:   1 , ,    o f s T   ,   w f s T  і співвідношен-
ня (3), рівняння (5) перепишемо так: 
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Для відшукання поля температури вважатимемо заданим його розподіл в 
початковий момент часу T(x, y, 0)=T°(x ,y) та значення температури на контурах 
області. 
Алгоритм розв’язання задачі. За основу візьмемо запропоновану в ро-
боті [19] методологію розв’язання нелінійних задач двохфазної фільтрації у 
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нафтових пластах. Область протікання процесу витіснення є багатозв’язною. 
В такому випадку виникає необхідність використання методу числового квазі-
конформного відображення та основних ідей методики поетапної фіксації ха-
рактеристик середовища і процесу. Мета полягає у переході від прямої задачі 
до оберненої, а саме від фізичної області до однозв’язної області комплексно-
го квазіпотенціалу. Тому вводимо серії умовних розрізів області Gz вздовж лі-
ній течії, що проходять через критичні точки.  
Після здійснення такого перетворення області Gz та побудови відповідної 
області комплексного квазіпотенціалу необхідно переписати задачу неізотермі-
чної багатофазної фільтрації вже відносно нової розрахункової області – Gω. 
Використовуючи формули переходу, виведені у [21], матимемо:  
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Рівняння (7)–(10), в залежності від вибору конфігурації області фільтрації, 
доповнюватимемо відповідними крайовими та початковими умовами [21]. 
Алгоритм розв’язування відповідної крайової задачі представимо у вигляді 
наступної послідовності етапів:  
1) розраховуємо поле потенціалу швидкості за поточними полями насиче-
ності та температури, враховуючи геометрію області фільтрації, початкові та 
граничні умови; 
2) розв’язуємо задачу на квазіконформне відображення: будуємо гідроди-
намічну сітку, характерні лінії розділу течії, знаходимо квазіпотенціал  , ви-
трату та інші невідомі фільтраційні параметри; 
3) знаходимо перерозподіл насиченості (за знайденими фільтраційними 
характеристиками, згідно з (9)); 
4) знаходимо перерозподіл температури (за знайденими фільтраційними 
характеристиками та перерахованим полем насиченості, згідно з (10)); 
5) перевіряємо умови зупинки роботи алгоритму, при невиконанні яких 
переходимо до повторного уточнення пункту 1 цього алгоритму. Однією з та-
ких умов зупинки, може бути умова перевищення допустимої частки витісняю-
чої рідини в продукції експлуатаційної свердловини. 
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Різницевий аналог задачі та алгоритм її розв’язання будується аналогічно 
як і в роботі [5]. Шляхом введення в області комплексного квазіпотенціалу рів-
номірної ортогональної сітки з вузлами в точках (φi,ψj) ( 1, ,i n  1,j m ), відно-
сно якої здійснюється апроксимація рівнянь (7)–(10), наприклад, так:  
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  – крок по часу, , ,i js  ,i js  – насиченості у відповідні моменти часу,  
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,i j  – швидкість (шукаємо як і в роботі [5]). З наступним вибором кроку по 
часу, параметрів розбиття області комплексного квазіпотенціалу (положення 
вузлів (φi,ψj) сітки), початкових наближень координат граничних та внутрішніх 
вузлів гідродинамічної сітки, знаходимо значення квазіконформних інваріантів. 
Далі проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів гідродинамічної сітки 
шляхом розв’язання відповідних (8) різницевих аналогів. Після цього підправ-
ляємо граничні вузли за умов фіксації навколишніх граничних та пригранич-
них, використовуючи умови ортогональності, та знаходимо наближення вели-
чин витрат (дебітів свердловин). Серед умов завершення алгоритму побудови 
гідродинамічної сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, зок-
рема, поля швидкості) на даному ітераційному етапі: є стабілізація витрат, ста-
білізація граничних вузлів тощо. Використовуючи побудоване поле швидкостей 
υi,j, поле насиченості si,j і температури ,i jT  з попереднього ітераційного кроку (з 
врахуванням граничних умов), знаходимо розподіл насиченості ,i js  у пласті на 
даному часовому етапі. Згідно з (11), та, використовуючи (12), розраховуємо 
поле температури ,i jT , після чого перераховуємо поле швидкості і потенціалу.  
 
5. Числові розрахунки модельної задачі 
Розглядається задача неізотермічної двофазної фільтрації в елементі симе-
трії п’яти-точкової системи заводнення, при наступних параметрах моделі:  
 
φ*=0, φ*=1, σ=0.2, ρo=800, co=1880,  
 
ρw=1000, cw=4200, ρe=2200, ce=1800, s*=1,  
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На рис. 2 зображено гідродинамічну сітку в області Gz, де на одну експлуа-
таційну свердловину діє 4 нагнітальних.  
 
 
 
 
 
Рис. 2. Гідродинамічна сітка в момент часу 4.2t   
 
На рис. 3 відображене відповідне поле швидкостей для елемента симетрії 
області Gz в момент часу 4.2.t  
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Рис. 3. Поле швидкостей  
 
Поле температур при витісненні нафти водою у випадку неізотермічного 
процесу фільтрації представлено на рис. 4. 
Відповідне поле насиченості при врахуванні впливу капілярного ефекту 
представлено на рис. 5.  
На рис. 6 зображено розподіл насиченості у випадку 0cp , тобто при від-
сутності впливу капілярного ефекту.  
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Рис. 4. Поле температур  
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Рис. 5. Розподіл насиченості при врахуванні впливу капілярного ефекту  
Н
е є
 пе
ре
ви
да
нн
ям
 100
20
40
60
0.4
0.3
0.2
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
0.1
 
 
Рис. 6. Розподіл насиченості при знехтуванні капілярних сил 
 
Варто також відзначити, що цей розподіл повністю співпадає з результата-
ми отриманими на основі алгоритму запропонованого в роботі [6] для виділе-
ного елементу симетрії за відповідних умов. 
 
6. Обговорення результатів дослідження процесів витіснення у нафто-
носних пластах в елементах площового заводнення 
Сформована в роботі математична модель (1)–(5) у поєднанні з розробленим 
алгоритмом вирішують проблему відшукання полів швидкості, насиченості та 
температури (рис. 3–6), за відповідних умов експлуатації родовищ. В модель та 
алгоритм закладено можливість врахування капілярного ефекту, різного роду 
неоднорідних включень, зокрема тріщин ГРП та перетоків між свердловинами. 
Це є основою для встановлення оптимального розміщення свердловин та прове-
дення гідравлічних розривів на них.  
При проведенні числових експериментів в елементі симетрії п’яти-точкової 
системи заводнення встановлено, що фронт витіснення у випадку не врахування 
капілярного ефекту просувається на 20 % швидше, ніж при його врахуванні. Це, 
в свою чергу, призведе до збільшення реального часу прориву води в експлуата-
ційну свердловину, тим самим не дозволить вчасно провести відповідні водоізо-
ляційні роботи. 
Якісну картину фільтраційної течії, області малих швидкостей та перероз-
поділ потоків відображає гідродинамічна сітка (рис. 2), що розраховується в ко-
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жен момент часу. Також сітка відображає вплив свердловин одна на одну та на 
процес обводнення, зокрема. 
Для побудови гідродинамічної сітки іншими існуючими методами, зокрема 
скінченних елементів чи різниць, доведеться докласти значно більших розрахун-
кових зусиль. У даному ж випадку вона є ключовим елементом розробленого 
алгоритму і є невід’ємною частиною розв’язку поставленої задачі. 
Варто також зазначити, що запропонований в роботі метод розв’язання за-
дач багатофазної неізотермічної фільтрації застосовується у випадку, коли вда-
ється ввести функцію квазіпотенціалу   та відповідну спряжену до неї функцію 
течії  . Введення їх не завжди можливе і потребує додаткових досліджень. Але 
коли це вдається, то значно спрощується розрахунок полів насиченості та темпе-
ратури. При цьому понижується просторова розмірність відповідних підзадач, 
розв’язок яких знаходимо вздовж ліній течії і є однією з переваг методу. 
Представлення квазіпотенціалу у вигляді  
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та використання ідей методу квазіконформних відображень та процедури 
поетапної фіксації характеристик середовища і процесу суттєво спростило зага-
льну стратегію розщеплення алгоритму розв’язання вихідної задачі.  
Такий підхід, на відміну від традиційних методів, скінченних різниць та скі-
нченних елементів, не вимагає окремого перерахунку поля швидкостей та вико-
ристання інтерполяційних і градієнтних методів для побудови еквіпотенціальних 
ліній та ліній течії. 
Варто також відзначити, що у розробленій моделі не враховано можливість 
міжфазовових переходів флюїду під час процесу витіснення. Тому температура 
середовища та флюїду не повинна перевищувати свого критичного значення, при 
якому відбуваються міжфазові переходи.  
Очевидно, в подальшому виникає перспектива розвитку як самої математи-
чної моделі з урахуванням міжфазовових переходів флюїду, так і методології 
розв’язування відповідних крайових задач. 
 
7. Висновки 
1. Удосконалено математичну модель неізотермічного процесу витіснення 
нафти із пористих осадових порід за наявності тріщин гідророзриву. В моделі 
враховано зворотній вплив характеристик процесу на вихідні характеристики 
середовища схильного до деформації горизонтального нафтового пласта, обме-
женого лініями течії та еквіпотенціальними лініями.  
2. Розвинуто методологію розв’язання відповідних крайових задач за умов 
урахування капілярного ефекту. А саме, запропоновано формулу для введення 
квазіпотенціалу, з використанням якої здійснено пониження просторової розмі-
рності підзадач, для відшукання полів насиченості та температури. Їх розв’язок 
знайдено вздовж ліній течії. 
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3. Розроблено числовий алгоритм для розв’язування відповідних крайових 
задач. Під час проведених числових розрахунків було встановлено, що фронт 
витіснення у випадку не врахування капілярного ефекту просувається у 1.2 рази 
швидше ніж при його врахуванні. Це, в свою чергу, призведе до збільшення ре-
ального часу прориву води в експлуатаційну свердловину, тим самим не дозво-
лить вчасно провести відповідні водоізоляційні роботи.  
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